Limiti di funzioni reali Unita
di variabile reale

Tema N

1. Introduzione al concetto di limite

B Esempi introduttivi al concetto di limite

In questo paragrafo vogliamo introdurre la prima fondamentale operazione del calco-
lo infinitesimale, quella di limite. Per avvicinarci a questo concetto, analizziamo insie-
me alcuni esempi, in cui cominciamo a familiarizzare con la nozione di limite a livel-
lo intuitivo.

ESEMPIO Limite finito quando x tende a un valore finito

Consideriamo la funzione:

x* -9
y=t =%

e studiamo il suo comportamento quando x assume valori sempre pil prossimi a 3.

¢ Analisi numerica

Osserviamo che la funzione non é definita per x = 3, tuttavia possiamo calcolarne
le immagini per valori di x «vicini» a 3. Attribuendo per esempio a x i valori indica-
ti in tabella, con l'aiuto di una calcolatrice otteniamo i valori approssimati di y ri-

portati.
X 2,9 2,99 2999 '3 3,001 3,01 341
y 5,9 5,99 5,999  Non definita 6,001 6,01 6,1

» 6 4
" 4

Vediamo che quando la variabile x assume valori sempre piu prossimi a 3 i corri-
spondenti valori di y si avvicinano sempre piu a 6. Per esprimere questo comporta-
mento della funzione in prossimita del valore x = 3 scriviamo:

lim f(x) =6
che si legge: «il limite della funzione f(x) per x che tende a 3 & 6».

¢ Interpretazione grafica
Si puo avere conferma di questo comportamento della funzione in un intorno di 3
anche tracciando il suo grafico; poiché

x2 -9
f)==—=
Y
(¥~3)(x4+3) il
- =7 -
=x+3 perx#3 fix) si
awicina g t-1
il grafico della funzione € una retta, privata del a6 -

suo punto di ascissa 3.

Esplorazione dinamica
del limite dell’esempio

Scanned by CamScanner



I Tema N »»» Limiti e continuitd

ESEMPIO Limite finito quando x tende a infinito

Consideriamo la funzione:

x-1
¥=1®) x+1
e studiamo il suo comportamento quando x assume valori positivi via via sempre
pit grandi.

¢ Analisi numerica

Attribuendo per esempio a x i valori indicati in tabella, con 'aiuto di una calcola-
trice otteniamo i valori approssimati di y riportati.

X 100 200 300 400 500 1000 10000
14 0,9802 0,99 0,9934 0,995 0,996 0,998 0,9998
v 1

Vediamo cosi che quando la variabile x assume valori positivi sempre piu grandi (si
dice «tendenti a +00») i corrispondenti valori di y si avvicinano sempre piti a 1. Per
esprimere questo comportamento della funzione scriviamo:

lim f(x) =1

che si legge: «il limite della funzione f(x) per x
che tende a piu infinito ¢ 1».

® e Interpretazione grafica

I grafico della funzione y = f(x) = “mi pre-

T
. . . ; : i al crescere di ¥, |
Esplorazione dinamica senta la retta di equazione y = 1 come asintoto i valori di flx)
del limite dell’'esempio orizzontale. || [ | sl awicinano a1 |

qui a fianco

ESEMPIO Limite infinito q_UOI'IdO x tende a un valore finito

Consideriamo la funzione:
1
— f X = ——

e studiamo il suo comportamento quando x assume valori sempre pill prossimi a 0.

¢ Analisi numerica

La funzione non ¢ definita per x = 0, tuttavia possiamo calcolarne le immagini per
valori di x «vicini» a 0. Attribuendo per esempio a x i valori indicati in tabella otte-
niamo i valori di y riportati.

x =01 -0,01 -0,001 -0,0001 0 0,0001 0,001 0,01 0,1
y 10 100 1000 10000  Non 10000 1000 100 10
definita

» ivaloridiy 4
diventano sempre pit grandi

Vediamo cosi che quando x assume valori sempre piu vicini a 0 i corrispondenti
valori di y diventano sempre maggiori, ovvero «tendono a +oo». Scriveremo:

lim f(x) = +o00
x—0)

T



Unita 2 »»» Limiti di funzioni reali di variabile reale

e Interpretazione grafica ] [ 1] ¥

g : 1 | 9
Il grafico della funzione y = f(x) = E pre- -kl."To ) % +00
senta 'asse y come asintoto verticale. .

| f{x) assume Y Y N [ |

_va!nri sempre | =

|pili grandi }:,:—

0 x| Esplorazione dinamica
quando x i P 2
St del limite dell’esempio
—— qui a fianco

ESEMPIO Limite infinito quando x tende a infinito
Consideriamo la funzione:
y=f(x)=2*
e studiamo il suo comportamento quando x assume valori positivi via via sempre
pit grandi.
e Analisi numerica

Attribuendo per esempio a x i valori indicati in tabella, con l'aiuto di una calcola-
trice otteniamo i valori di y riportati.

b 10 15 20 25

y 1024 32768 1048576 33554432

-

i valori di y diventano (rapidamente) sempre pit grandi

Vediamo cosi che quando la variabile x assume valori positivi via via piu grandi
(tendenti a +o00) anche i corrispondenti valori di y diventano sempre maggiori (ov-

vero tendono anch’essi a +oc). Scriveremo allora:
|

¥

lim f(x) =+ L]
G fx) assume
valori sempre

che si legge: «il limite della funzione f(x) per Fpitrgrandi
x che tende a pit infinito € pit infinito». =1

¢ Interpretazione grafica

La funzione esaminata ¢ una funzione espo- T .
nenziale che, come € noto, al crescere di x as- Tl ] ¥ | Esplorazione dinamica
sume valori che tendono «rapidamente» a dix del limite dell’esempio
i | qui a fianco

o0,

B Esempi introduttivi al concetto di limite destro e limite sinistro

Per poter dire che il limite di una funzione per x — xj, con xp € R, € I, & necessario
controllare che f(x) tenda a I sia quando x si avvicina a x, per valori minori di x, (ossia
«da sinistra» rispetto a x,) sia quando x si avvicina a x, per valori maggiori di x;, (ossia
«da destra» rispetto a x):

awicinamento %; awvicinamento
da sinistra da destra

In alcuni casi puo accadere che il comportamento della funzione in un intorno destro
di xp sia diverso dal comportamento in un intorno sinistro di x,, oppure che una fun-
zione sia definita solo per valori maggiori o minori di x, e che quindi abbia senso cer-
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Tema N ¥ Limiti e continuitd

Una rigorosa definizione
del concetto di limite

e essenziale almeno

per due ragioni:

a. disporre di un criterio
che permetta di decidere
senza ambiguita se una
funzione tenda o meno a
un certo limite, per
qualsiasi tipo di funzione;
b. fondare su di una base
sicura le dimostrazioni
dei teoremi sui limiti che
vedremo nella
prosecuzione di questa

Per indagare queste situazioni si parla di limite destro e di limite sinistro e si scrive:

o lim f(x) per indicare il limite sinistro;
)d—:-J(U

s lim f(x) per indicare il limite destro.

)('—-JIU

ESEMPIO Limite destro e limite sinistro
|x]

Consideriamo la funzione f(x) = e studiamo il suo comportamento quando x
assume valori vicinia 0.

La funzione non é definita per x = 0. 1l grafico della funzione mostra chiaramente
il suo comportamento.

Per x = 0 abbiamo: fx)==—| 7
X
M _x i
Fl) ==
quindi f(x) — 1 perx — 0*, 0 ™

Invece per x < 0 abbiamo:

_x o —x
X X

=

fx)

quindi f(x) — — 1 per x — 0. Esistono percio i limiti destro e sinistro:

lim f(x) = -1 €

x—0-

limf(x)=1
x— 0t

Non esiste invece il limite della funzione per x — 0, poiché i due limiti destro e si-
nistro sono diversi tra loro.

Come si puo intuire da quest'ultimo esempio, il limite di una funzione per x — x esi-
ste se e solo se i due limiti, destro e sinistro, esistono e sono uguali.

B La definizione generale di limite

Dalla discussione degli esempi precedenti emerge in modo sufficientemente chiaro il
concetto di limite, di cui possiamo cominciare a dare una prima «definizione» intui-
tiva:

‘ Data una funzione f(x), supponiamo che x; ed [ rappresentino due numeri reali
oppure +oc 0 —og, cioe che xp € R*, I € R".
Diremo che il limite della funzione f(x) per x che tende a x, € /, e scriveremo:
lim =1
XLXU f(X)
se la funzione f(x) assume valori vicini quanto si vuole a /, ogniqualvolta i valori

di x sono sufficientemente vicini a xy (con eventuale esclusione del punto x = xg
dove la funzione puo non essere definita).

Questa «definizione» intuitiva ha il pregio di fare emergere in modo abbastanza chia-
ro il significato del concetto di limite, ma utilizza un linguaggio fortemente impre-
ciso, che non puo essere accettato dal punto di vista matematico; frasi come «assume
valori vicini a...» risultano infatti troppo ambigue: di quanto vicini? E che cosa inten-
diamo con il concetto di «vicinanza», per esempio, se xy 0 I sono 4+o0c 0 —cc?

Per superare questi problemi e arrivare a una formulazione rigorosa del concetto di li-
mite occorre esprimere il concetto di «vicinanza» tramite quello di intorno. Possiamo

Scdlineu py cdinoscealrirel




Unita 2 »»» Limiti di funzioni reali di variabile reale -
‘ DEFINIZIONE GENERALE DI LIMITE

Siano xy € R, I € R", e sia f(x) una funzione definita in un intorno di xy, eccetto

al piu x;.
Diremo che il limite della funzione f(x) per x che tende a x, € [ e scriveremo:
Eim fix=i

quando si verifica che:

a. per ogni intorno U di I (fig. 2.1a)

b. esiste un intorno V di x, (fig. 2.1b)

c. tale che per ogni x € V, con x # xp, risulta f(x) € U (fig. 2.1c).

A A )
y y : y
. it B e i
u } I u } ! u i Jhebeeaa _ :
--.__/ ---/ .--/ ‘: E E
(0] X(_\ Xh 0 X Ol ¢ 'XU A : x=
v
a. Perogniintorno Udilsull’asse y... b. esiste unintorno V di xp sull‘asse x... . ...tale che per ogni x = V con x # xg
risulta: f(x) € U.
Figura 2.1
In simboli possiamo scrivere:
P_r}%f(x}:lﬁv U 3V xeV-{x}=>f(x)eU
intorno  intorno
di / di xo
E importante fare alcune osservazioni.
e La fig. 2.1 visualizza la definizione nel caso in cui xy ed [ siano finiti, ma la defini-
zione che abbiamo dato € «generale», nel senso che va bene anche nel caso in cui
Xp o I siano infiniti; per questo motivo nella definizione abbiamo precisato che xg
ed I non sono elementi di R ma di R* = RU {%o00}.
e L'intorno V di xq dipende dall'intorno U di I che ¢ stato scelto sull’asse .
» Quando calcoliamo il lirg f(x) andiamo ad analizzare il comportamento della fun-
XX
zione in prossimitd di xp, non in xo. Non ci interessa percio che cosa accade nel
punto x = xy dove la funzione, come abbiamo gia detto, potrebbe anche non esse-
re definita. Nella definizione di limite € quindi essenziale la precisazione «f(x) e U _
per ogni x € V, con x # x». . Esercizi p. 82

2. Dalla definizione generale alle
definizioni particolari

La definizione «generale» di limite data nel paragrafo precedente, come abbiamo gia
detto, si adatta sia al caso in cui xy ed [ sono finiti sia al caso in cui sono infiniti. L'ana-
lisi dei quattro casi che si possono presentare:

—

. xp ed [ finiti

. Xp finito ed I infinito
. Xp infinito ed ! finito
. Xp ed | infiniti

BowWN

¢ tuttavia utile perché porta a definizioni piu «operative» e a visualizzazioni pitu im-
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Tema N »»? Limiti e continuitd

[ 15 | Completa le seguenti uguaglianze, deducendo dal d. lilg{ fly=0- [E
grafico il valore dei seguenti limiti, se esistono. " lirg:l £(x) = 0* 3
. x—=0+
! 2
o oA f. linel.f(x) non esiste [E]
e
.4._- 4 !
Lo / | | g lim f(x) = +oo [E]
b y=fx) t
2 h. lim f(x) = % v [E
= X—
: 94 4 4 44 46
b b | 123456 m Vero o falso? Facendo riferimento al grafico, deduci
/ _; | I se le seguenti affermazioni sono vere o false.
i § H § 3
P =1 ix=1
§ —4T ¢ 22 -
i '
a. lim f(x) = Hm F(0) = | |
b. lim f(x)= ... Hmf(x) = ... E |
x—-2+ x—2 :----YA---}
e 1 104 e mf(x) = ... ! O i
Yy F x—0 : 1 :
d. lim f(X) = ... lim f(x) = ... : 5
x—2- X——00 ! :
' '
B3 Completa le seguenti uguaglianze, deducendo dal P :
grafico il valore dei seguenti limiti, se esistono. - "
a. lim f(x) = o0 [F]
e
b. lin% f(x) =—o0 [F
it
¢. lim f(x) non esiste v] [F]
d. lir{1 f(x) =400 [F]
it
e. limf(x)=1 [F
X—00
f. lim f(x)=1" [E
X—+oo
g lim f(x)=1" (£
h. lir%f (x) non esiste v] [F
a. EEJ Vero o falso? Facendo riferimento al grafico, deduci
b. se le seguenti affermazioni sono vere o false.
Ay
c. 517
41 —
d. 34
3
EEA Vero o falso? Facendo riferimento al grafico, deduci S S S——E —
X
se le seguenti affermazioni sono vere o false. — 9
-4-3-2-1[ 123 45

ATTE a. Jim £ = -0 i3

| b. lim f(x) =1 E
LT 7* c. Jim f()=1 uflia

NN AR - d. lim f() =2 ¥ E

e | e. limf(x) =2 @

' x=3] f. lim f(x) =2 E

a. lim f(x) = 1 i g lim f(x) =2 uillia
b. Lilxllf(x)z—ﬁ h. Lif};f(x) non esiste [F]
e }(ilgf(x):l [F] i Liigf(x) esiste v] [F
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Unita 2 »»» Limiti di funzioni reali di variabile reale

[ 20 JWESERCIZIO SVOLTO

ZeeD
Tracciamo il grafico della funzione f(x) = ﬁ e deduciamo da esso i valori dei seguenti limiti:
lir;l f(x) e lim f(x)
Sy

x—2t

» Osserviamo anzitutto che la funzione data € definita per x # 2, quindi il suo dominio e R — {2}.
e In base alla definizione di valore assoluto:

x2—2x x(x—-2
= ( ):x se x =2

x2 _2x x—2 x—2
fo=2—r=3%
|x — 2| X2 Mx-2) % \ .
—(x-2) " -(x-2) ~ i 7 ///
In definitiva dobbiamo tracciare il grafico della funzione cosi definita: B e :
i sex>2 | -
f(x)i{-x se X < 2 o 2 x
e Dal grafico in figura si deduce che il lir:% f(x) non esiste, mentre: 1 I |
Xk 272)(
i = — i _ f(x) L
lim f(x)=-2 e lim f(x)=2 x—2|

&

EXl Traccia il grafico della funzione f(x) = 2~ e utilizzalo per dedurre quanto valgono i seguenti limiti:

lim f(x) lim f(x)

x—0- x—0+

24—
FF1 Traccia il grafico della funzione f(x) = —

- . e
3¢ utilizzalo per dedurre quanto valgono i seguenti limiti:

lim f  lmfr  lmfe)  lim f()

EX) Traccia il grafico della funzione f(x) = ;ﬁ e utilizzalo per dedurre quanto valgono i seguenti limifi:
mf()  lim )

B} Traccia il grafico della funzione f(x) = XZ;Z%TS e utilizzalo per dedurre quanto valgono i seguenti limiti:
B fim oo

B3 Traccia il grafico della funzione f(x) = % e utilizzalo per dedurre quanto valgono i seguenti limiti:

lim f(x) lim f(x) lm f(x) lmf) lmfex) lm f)

X——00 X—+oco
. . r—4 . . e
B} Traccia il grafico della funzione f(x) = =) e utilizzalo per dedurre quanto valgono i seguenti limiti:
lim f(x) lim f(x) lim f(x) lim f(x) lim f(x) lim f(x)
X——00 x—0 x—07 X—2 x—2t X—400

EXA Inventa tu. Traccia il grafico di una funzione che abbia le seguenti proprieta:

lim f(x)=-2 XHEr]l flx)=1 xLiI}}_f(x)z—l lim f(x)=0

PR X—rt0o
EZ] Inventa tu. Traccia il grafico di una funzione che abbia le seguenti proprieta:

lim f(x) = -co  lim f(x)=+0c lim f(x)=-0c lim f(x)=1

X——00 X——1- x—-1*t X—+400
EX] Inventa tu. Traccia il grafico di una funzione che abbia le seguenti proprieta:

lim f()=0 lmf(x)=+oc lmfx)=0 lim f(x)=3

X——00 x—0 X—+00

m
v
m
2
o
N
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